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Resumo 



Apresenta-se urn formalismo simples que permite explorar o espalhamento quantico e os 
possiveis estados ligados em urn potencial simetrico localizado de forma arbitraria de um 
modo unificado. A barreira e o poco quadrados simetricos sao utilizados como ilustracao do 
metodo. 

Palavras-chave: espalhamento, estado ligado, potencial localizado, coeficiente de trans- 
missao. 



A simple formalism for exploring quantum scattering and possible bound states in an arbitrary 
symmetric and localized potential in a unified way is presented. The symmetric square barrier and 
well potentials are used for illustrating the method. 



Keywords: scattering, bound state, localized potential, transmission coefficient. 



1 Introducao 

Um exame detalhado do espalhamento quantico em urn potencial retangular generalizado 
foi publicado recentemente nesta Revista por Candido Ribeiro e colaboradores pp. Nesse 
estudo, apos uma proficiente descrigao das aplicagoes do espalhamento quantico, desde o de- 
caimento alfa ate os quantum dots, os autores exploram um potencial retangular constituido 
de tres patamares que reduz-se ao pogo de potencial, a barreira de potencial e ao degrau 
duplo, consoante o ajuste de dois parametros do potencial generalizado. O coeficiente de 
transmissao e calculado exatamente, e alguns casos particulares, incluindo pogos e barreiras 
assimetricos, sao estudados com certa minucia. 

O presente trabalho apresenta um formalismo simples que permite explorar os estados de 
espalhamento, tanto quanto os possiveis estados ligados, em um potencial simetrico locali- 
zado de forma arbitraria. O metodo permite abordar o problema de espalhamento e estados 
ligados de uma forma unificada utilizando-se de um ferramental matematico acessi'vel aos 
estudantes de fisica ja nos cursos introdutorios de mecanica quantica. A barreira e o pogo 
quadrados simetricos, problemas analiticamente soluveis que se fazem presentes nos livros- 
texto de mecanica quantica, sao utilizados como ilustragao do metodo. 



2 Solucao para um potencial localizado 

A equagao de Schrodinger unidimensional para uma particula de massa de repouso m sujeita 
a um potencial V(x, t) e dada por 

onde h e a constante de Planck dividida por 2n, e ^(x, t) e a fungao de onda. A equagao da 
continuidade para a equagao de Schrodinger 



e satisfeita com p e J defmidos como 



P -m 2 j - — (**—-— (3) 

' 2im \ dx dx J 

A grandeza p e interpretada como uma densidade de probabilidade e J como uma corrente (ou 
fluxo) de probabilidade. Para um potencial independente do tempo, equagao de Schrodinger 
admite solugSes da forma 

#(x,t) =V(x) e"^* (4) 
onde if) obedece a equagao de Schrodinger independente do tempo 

h 2 d 2 \ 

+ V)iP = EiP (5) 



2m dx 2 

e a densidade e corrente correspondentes a solugao expressa por (j3J) tornam-se 

^ ^ ' 2im \ dx dx / ^ ^ 
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Em virtude de p e J serem independentes do tempo, a solugao (J4]) e dita descrever urn 
estado estacionario. Tambem, a lei de conservagao expressa por (J2J) implica que o fluxo de 
probabilidade e independente de x para os estados estacionarios. 

Vamos agora considerar a equagao de Schrodinger com urn potencial independente do 
tempo localizado. O potencial localizado, nao-nulo apenas numa regiao finita do eixo x, e 
expresso como 

para \x\ > L 

V{x) = V(x) [9(x + L) -B{x-L)\ = { (7) 



V(x) para \x\ < L 



onde 6(x) e a fungao de Heaviside: 



para x < 

<M.r). { (8) 

1 para x > 

Para x < —L, a equagao de Schrodinger apresenta a solugao geral 

i> = a+ e +ikx + a_ e~ ikx (9) 
onde o mimero de onda k e definido como 



/2m , , 

fc = v^ (10) 

Para E > 0, a solugao expressa por (jHJ) reverte-se em uma soma de autofungoes do operador 
momento (p op = —ihd/dx). Tais autofungoes descrevem ondas planas propagando-se em 
ambos os sentidos do eixo x com velocidade de grupo (veja, e.g., Ref. [2]) 

igual a velocidade classica da particula. Por conseguitnte, a + e +lkx descreve partfculas inci- 
dentes (v g = hk/m > 0), enquanto a_ e~ lkx descreve partfculas refletidas (v g = —hk/m < 0). 
A corrente nesta regiao do espago, correspondendo a if) dada por ([9]), e expressa por 

J = <^inc — ^ref (12) 

onde 

Jinc = \ a +\ j ^ref = O- (13) 

m m 

Observe que a relagao J = pv g mantem-se tanto para a onda incidente quanto para a onda 
refletida, pois 

p± = i«±r (14) 

Por outro lado, para x > L as solug5es sao da forma 

^ = b+ e +ikx + b. e~ ikx (15) 

Para termos uma onda progressiva se afastando da regiao do potencial (propagando-se no 
sentido positivo do eixo x com v g = hk/m > 0) devemos impor 6_ = 0. A densidade e 
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a corrente nesta regiao do espago, correspondendo a ip dada por ( IT5|) com 6_ = 0, sao 
expressas por 

hk 

p=\b + \ 2 , Jtrans = |6+| 2 (16) 

m 

Para |x| < L a solugao geral tern a forma 

if) — Cp u(x) + Civ(x) (17) 

onde u e v sao solugoes linearmente independentes da equagao de Schrodinger, e cp e cj 
sao constantes arbitrarias. Doravante, por motivos de simplicidade, vamos considerar urn 
potencial par, i.e. V(—x) = +V(x), de modo que podemos considerar solugSes com paridade 
definida0. Seja u a solugao par en a solugao mrpar: 

u(— x) = u(x) e v(— x) = —v(x) (18) 

Mais ainda, sem perda de generalidade, podemos considerar que u e v sao fungoes reaig^|. 
Neste caso, o leitor pode facilmente verificar que 

J (\x\ < L) = ^EM. i m ( c * C/ ) (19) 
m 

onde W e o wronskiano das solugoes u e v, i.e. W = uv' — u'v, onde a plica ' (tambem 
conhecida como linha, irreconheci'vel como primo na Lingua Portuguesa) significa a derivada 
em relagao a x. Sucede que o wronskiano para duas solugoes linearmente independentes de 
uma equagao diferencial de segunda ordem e diferente de zero, e para o caso a equagao de 
Schrodinger, como o leitor pode verificar, e independente de x. Assim, podemos ate mesmo 
escrever W = u(0)v r (0). 

Comegaremos agora o calculo de grandezas de suma importancia na descrigao do es- 
palhamento, viz. os coeficientes de reflexao e transmissao. Assim, k, definido em ( |T0|) . e 
uma quantidade real. Nao obstante possi'veis descontinuidades do potencial em x = 
a autofungao e sua derivada primeira sao fungoes continuas. Esta conclusao, valida para 
potenciais com descontinuidades finitas, pode ser obtida pela integragao da Eq. dSJ) entre 
Xq — e e xq + e no limite e — > 0. Pode-se verificar, pelo mesmo procedimento, que apenas as 
autofungoes sao contmuas quando as descontinuidades dos potenciais sao infinitas. 

A demanda por continuidade de if) e dip/dx fixa todas as amplitudes em termos da 
amplitude da onda incidente a + . A continuidade em x = —L e expressa como 

a+ e~ ikL + a_ e +ikL = c P u L -civ L 

(20) 

ik (a + e- lkL - a_ e +ikL ) = -c P u' L + Cl v' L 



e em x = +L como 



b + e +%kL = CpUl + CjVl 

(21) 

ikb + e +ikL = c P v! L + civ' L 



x< $>% 4>(x) satisfaz a, equagao de Schrodinger independente do tempo para urn dado E, assim acontece com 
[—x), e portanto tambem satisfazem as combinacoes lineares <j){x) ± (f>{— x). 

2 Se </) satisfaz a equagao de Schrodinger independente do tempo para um dado E, assim acontece com 
* , e portanto tambem satisfazem as combinagoes lineares 4> ± <f>* . 
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onde o subscrito L em u e v significa avaliacao em x = L. De (1201) e (I2TI) . temos 



a + v L — ikvl 

a_ = _ e- 2ikL (k 2 u L v L + u' L v' L ) 
a + (u' L — ikui) (v' L — ikvi) 

b + _ ike~ 2ikL W 

a + (u' L — ikui) (v' L — ikvi) 

Agora focalizamos nossa atengao na determinagao dos coeficientes de reflexao R e transmissao 
T. O coeficiente de reflexao (transmissao) e definido como a razao entre as correntes refletida 
(transmitida) e incidente. Haja vista que dp/dt = para estados estacionarios, temos que a 
corrente e independente de x. Usando este fato obtemos prontamente que 



R 



J, 



ref 



J inc 



\ a - 


2 


a 4 


2 



(k 2 u L v L + u' L v' L ) 



(k 2 u L v L - u' L v' L ) 2 + k 2 (u' L v L + u L v' L f 



T 



Jtrans \b- 



|2 



k 2 W^ 



(k 2 u L v L - u' L v' L f + k 2 (u' L v L + u L v' L f 



(27) 



Dai o leitor pode mostrar que R + T = 1, como deve ser por causa da conservagao da 
probabilidade. 

O formalismo desenvolvido acima tambem permite a analise de estados ligados. Note 
que (jUJ), (TL5l) e (IT7|) descrevem estados de espalhamento com E > e k G R. Possiveis 
estados ligados tambem poderiam ser descritos por essas autofung5es com k = i\k\, onde 
|fc| = ^2m\E\/h 2 com E < 0, e a + = 6_ = 0. Devemos impor que a + e 6_ sejam nulos para 
que a densidade de probabilidade seja finita em x = ±oo . Ora, tern que ser assim, pois 
J^°° dx \ip\ 2 < oo. Para \x\ < L pode-se deduzir que J = 0, e portanto deverfamos concluir 
que Im (c* P cj) = 0, para se por de acordo com a equagao da continuidade e com a expressao 
do fluxo na regiao \x\ < L expressa por (|T9|) . Nesta circunstancia, as relagoes ( )20|) e ( 121]) 
fornecem 

/ 

u' L + \k\u L = 0, c/ = 0, b + = a_ = c P u L e~~ (28) 

e 

+ \k\vL = 0, cp = 0, b + = -a- = C!V L e v l (29) 
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As autofungoes correspondentes a (I28I) e (1291) podem ser escritas como 



+e 



-\k\x 



para x < — L 



ip (x) = b + < 



-|fc|L 



u (x) para |x| < L 



(30) 



_^ e -|fe|x p ara 3; > £, 



para ^ par, e 



•0 (x) 



para x < —L 



-\k\L 



+e 



v (x) para \x\ < L 



(31) 



fc I X 



para x > L 



para r/> impar. Fortuitamente, as condig5es para a existencia de estados ligados tambem 
poderiam ser obtidas por meio da identificagao dos polos das amplitudes expressas por ([21]) 
e fliZo"]) se os valores ffsicos do mimero de onda k, definidos no eixo real, forem estendidos 
para o piano complexo. Com efeito, a prescrigao k — > i\k\ anula o denominador de (|24l) e 
(p5|) sempre que 



u, 



+ \k\u L = 



ou 



v' L + \k\v L = 



(32) 



(33) 



As equagSes expressas por f[32|) e fl33|) sao relag5es implfcitas para a determinagao das 
possiveis autoenergias. A primeira fornece autovalores associados com autofungSes pares 
(c; = 0), e a segunda com autofungSes mipares (cp = 0). Dai se ve que o fluxo de probabi- 
lidade expresso por ( fl9l) e nulo no caso de estados ligados, como deve ser. 

Formalmente, tanto o problema de espalhamento quanto o problema de estados ligados 
estao resolvidos. Na segao seguinte ilustramos a tecnica com o caso simples de um potencial 
retangular constituido de tres patamares que reduz-se a ao pogo de potencial ou a barreira 
de potencial, conforme o sinal de V(x). 



3 O potencial quadrado 

Consideremos agora 

V(x) = V (34) 

e o numero de onda q defmido por 

1=\j^(E-V,) (35) 

A segregagao dos casos E > Vq e E < Vo, correspondendo a q real e q imaginario respecti- 
vamente, conduz a duas classes distintas de solugoes. A seguir, calcularemos explicitamente 
o coeficiente de transmissao e encontraremos as condigoes de quantizagao para cada uma 
dessas classes de solugoes, seja Vq positivo ou negative 
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E > Vq. Neste caso q e urn numero real e a equagao de Schrodinger independente do 

(36) 



tempo admite as solugoes linearmente independentes 

u = cos(gx) e v = sen(qx) 
Desta maneira, o wronskiano das solugoes u e v e igual age (|27|) torna-se 

2 



1 + 



k 2 



2kq 



sen(2gL) 



-i 



(37) 



Ao passo que as condigoes de quantizagao, expressas por 

tan (qL) para C/ = 

— cot (qL) para cp = 



e (13"3"]) . tornam-se 



|Jfe| 

q 



(3f 



Convem lembrar que o coeficiente de transmissao so e valido para > (k e real). 
Entretanto, as condigoes de quantizagao sao validas somente para E < (k e imaginario 
puro), o que impoe naturalmente que V seja negativo. Em outras palavras, somente 
o pogo de potential tolera a existencia de estados ligados. 



E < Vq. Neste caso q e um numero imaginario puro e as solugoes linearmente indepen 

cosh(|g|x) e 



dentes sao 
Desta feita, W 



u 



senh(|g|x) 



\q\ e 



T 



1 + 



k 2 + \q\ 
2k\q\ 



■senh(2|g|L) 



(39) 



(40) 



Neste caso de energias menores que a altura do potencial, necessariamente com V > 
e E > 0, revela-se o efeito tunel. Uma circunstancia em que, embora nao haja ondas 
progressivas na regiao do potencial, ha uma corrente dada por 



J 



h\q\ 



m 



Im (cp ci) 



(41) 



que se anula somente quando k e um numero imaginario. As condigoes de quantizagao 
([32]) e (|33]) ditam que 



|A-| 



tanh (\q\L) para cj = 
coth (\q\L) para Cp = 



(42) 



Contudo, estas condigSes nao fornecem solugSes porque o membro esquerdo de (142]) 
e negativo e os membros direitos sao positivos. Em outras palavras, a existencia de 
estados ligados requer um numero de onda real na regiao do potencial. A ausencia de 
estados ligados, verificada aqui em decorrencia das condigoes de quantizagao expressas 
por ( 142]) . se da porque as solugoes normalizaveis da equagao de Schrodinger requerem 
que E exceda o mmimo de V(x). 
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4 Conclusao 



Apresentou-se urn formalismo que pode descrever estados de espalhamento e estados ligados 
de uma forma unificada. O metodo foi desenvolvido para potenciais localizados simetricos 
mas pode ser estendido para potenciais assimetricos com relativa facilidade. O exemplo do 
afamado potencial quadrado poderia nos conduzir a concluir que o metodo e extremamente 
poderoso, mas nao e bem assim. Acontece que certas formas de V(x), ainda que sejam 
simples, deixam a proposta na berlinda devido a equagao de Schrodinger nao resultar em 
solug5es amigaveis para u(x) e v(x), e ate mesmo nao redundar em solugSes anahticas. 
Formas simples para V(x) com interesse pratico, por exemplo, incluem o potencial parabolico 
U eo potencial triangular [4] . As solugSes da equagao de Schrodinger para a primeira forma 
envolvem fungoes hipergeometricas confluentes enquanto a segunda forma envolvem fung5es 
de Airy. Nao obstante, o metodo pode se tornar um excelente ponto de partida para a busca 
de solugoes numericas, ou ainda de solugoes analfticas aproximadas, para o coeficiente de 
transmissao e para as energias dos possiveis estados ligados. 
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